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Se dice que Pititgoras descubri6 que cuando se hace sonar a la vez dos cuerdas 
similares bajo la misma tensi6n y diferentes sO!o en longitud, dan un efecto que es 
!lgradable al oido si las longitudes de las cuerdas estfi.n en proporci6n de dos mi­
meros enteros pequeii.os. Si las longitudes son coma uno es a dos, corresponden 
entonces a la octava en mU.sica. Si las longitudes son como dos es a tres, c01Tespon­
den al intervalo entre do y sol, que se llama una quinta. Estos intervalos se aceptan 
generalmente coma acordes que suenan ''agradable". 

Pitagoras se impresion6 tanto con este descubrimiento que lo hizo la base de una 
escuela -se llamaron pitag6ricos- que tuvo creencias misticas en los grandes pode­
res de los nllmeros. Se crey6 que algo parecido se encontraria en los planetas 
-o "esferas"-. Algunas veces oimos la expresi6n: "la mllsica de las esferas". La 
idea foe que habria algunas relaciones numfu-icas entre las 6rbitas de los planetas o 
entre otras cosas en la naturaleza. La gente cree generalmente que esto foe solamen­
te una especie de superstici6n mantenida por los griegos. Pero, les esto tan diferente 
de nuestro inter6s cientifico en las re!aciones cuantitativas? El descubrimiento de Pi­
tilgoras foe el primer ejemplo, fuera de la geometria, de una relaci6n numfuica en la 
naturaleza. Debe haber sido muy sorprendente el descubrir de repente que habia un 
hecho de la naturaleza que involucraba una relaci6n num6-ica senC"illa. Simples me­
didas de longitudes dieron una predicci6n de algo que no tenia conexi6n aparente 
con la geometria -la producci6n de sonidos agradables-. Este descubrimiento con­
dujo a la extensi6n de que quizils una buena herramienta para la comprensi6n de la 
naturaleza seria el anfilisis aritmCtico y matemiltico. Los resultados de la ciencia mo­
derna justifican este punto de vista. 

Pititgoras solamente pudo haber hecho su descubrimiento mediante una observa­
ci6n experimental. No obstante, este aspecto importante, parece no haberle impresio­
nado. De lo contrario, la fisica hubiera tenido un comienzo mils temprano. (iSiempre 
es fiicil reconsiderar lo que alguien ha hecho y decidir lo que 61 deberia haber 
hecho!) 
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Presi6n 

Ti em po 

101 Unruido 

Fig. 50-1. Presi6n en funci6n del tiempo para (a) un ruido, y (b) una nota musical. 

Podemos observar un tercer aspecto de este interesante descubrimiento: que el 
descubrimiento tiene que ver con dos notas que suenan agradable al oido. Podemos 
preguntarnos si nosotros hemos avanzado mlis que Pitilgoras en la comprensi6n de 
por qui s6lo ciertos sonidos son agradables al oido. La teoria general de la est6tica 
no estci probablemente mas adelantada ahora que en el tiempo 00 Pitcigoras. En este 
descubrimiento de los griegos encontramos los tres aspectos: experimento, relacio­
nes matem8.ticas y estCtica. La fisica ha tenido un gran adelanto solamente en las 
dos primeras partes. Este capitulo trataril. sobre nuestra comprensi6n actual de! des­
cubrimiento de Pitigoras. 

Entre los sonidos que oimos hay una clase que 11amamos ruido. El ruido corres­
ponde a una especie de vibraci6n irregular de! timpano producida por una vibraci6n 
irregular de algUn objeto cercano. Si hacemos un diagrama para indicar la presi6n 
de! aire en el timpano (y, por lo tanto, el desplazamiento de! mismo) en funci6n del 
tiempo, la grafica que corresponde a un ruido puede parecerse a la que representa 
la figura 50- l(a). (Tal ruido podria corresponder aproximadamente al sonido de un 
zapatazo.) El sonido de la mUsica tiene un car8.cter diferente. La mUsica se caracte­
riza por la presencia de to nos mas o menos prolongados --o "notas" musicales-. 
(jLos instrumentos musicales tambifo pueden hacer ruidos!) El tono puede durar 
un tiempo rdativamente corto, como cuando se presiona una tecla en un piano, o se 
puede prolongar casi indefinidamente, como cuando un flautista mantiene una nota 
Jarga. 

iCuiil es el car&cter especial de una nota musical desde el punto de vista de la 
presi6n en el aire? Una nota musical difiere de un ruido en que hay una periodicidad 
en su gril.fica. Hay una cierta forma irregular de la variaci6n de presi6n de! aire con 
el tiempo y la forma se repite una y otra vez. La figura 50-l(b) muestra un ejemplo 
de funci6n presi6n-tiempo que corresponderia a una nota musical. 

Los mUsicos hablan corrientemente de un tono musical en tfrminos de tres ca­
racterLsticas: intensidad, tono y "timbre". La "intensidad" corresponde a la mag­
nitud de los cambios de presi6n. El "tono" corresponde al periodo de tiempo para 
una repetici6n de la funci6n bil.sica de presi6n. (Las notas "bajas" tienen periodos 
mas grandes que las notas "altas''.) El "timbre" de una nota tiene que ver con las 
diferencias que somos capaces de oir entre dos notas de la misma intensidad y tono. 
Un oboe. un violin, y una soprano .se pueden distinguir aun cuando den notas de! 
mismo tono. El timbre tiene que ver con la estructura de! diagrama que se repite. 

Consideremos por un momenta el sonido producido por una cuerda vibrante. Si 
accionamos la cuerda, tirando de ella y so!tandola, el movimiento subsiguiente estar;i 
determinado por !os movimientos de las ondas que hemos producido. Sabemos que 
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estas ondas viajariin en ambas direcciones y que se reflejarii.n en los extremos. Irii.n 
hacia adelante y hacia atris durante mucho tiempo. Aunque la onda sea muy com­
plicada, se repetirii.. El periodo de repetici6n es justamente el tiempo T necesario 
para que la onda viaje dos longitudes completas de la cuerda. Porque este es exac­
tamente el tiempo que necesita cualquier onda, una vez que ha comenzado, para 
reflejarse en cada extremo, volver a su posici6n inicial y seguir en la direcci6n origi­
nal. El tiempo es el mismo para ondas que comiencen en cualquier direcci6n. Cada 
punto de la cuerda volverii, pues, a su posici6n inicial despu&s de un periodo, y de 
nuevo un periodo mils tarde, etc. La onda de sonido producida debe tener tambien 
la misma repet:ici6n. Vemos por que una cuerda accionada produce una nota mu­
sical. 

50-2 La serie de Fourier 

Discutimos en el capitulo precedente otro modo de considerar el movimiento de 
un sistema vibrante. Hemos visto que una cuerda tiene diversos modos naturales de 
oscilaci6n y que cualquier clase particular de vibraci6n que se pueda originar por las 
condiciones originales, se puede considerar como una combinaci6n -en proporcio­
nes convenientes --de varios de los modos naturales oscilando a la vez. Encontramos 
quelos modos normales de oscilaci6n para una cuerda tenian las frecuencias w 0 , 2(.u0 , 

3w0, ... El movimiento mils general de una cuerda que ha sido pu\sada, por lo tanto, 
esta compuesta de la suma de una oscilaci6n sinusoidal a la frecuencia fundamental 
w0, otra a la frecuencia de! segundo ann6nico 2w0, otra a la de! tercer arm6nico 3w0, 

etcetera. Ahora bi en, el modo fundamental se repite cada periodo T1 = 2n I w 0• El 
segundo arm6nico se repite cada T 2 = 2n /2wo- Tambien se repite cada T 1 = 2T2, 

despues de dos de sus periodos. Anitlogamente, el tercer modo arm6nico se repite 
despues de un tiempo T 1 equivalente a 3 de sus periodos. Vemos de nuevo por que 
una cuerda pulsada repite todo su diagrama con periodicidad T1• Produce una no ta 
musical. 

Hemos estado hablando de! movimiento de una cuerda. Pero el sonido, que es el 
movimiento d.::I aire, es producido por el movimiento de la cuerda, por lo que sus 
vibraciones tambiCn deben estar compuestas de los mismos arm6nicos -aunque no 
estamos pensando ya en los mod9s normales de! aire-. lgualmente, la intensidad re­
lativa de los arm6nicos puede ser diferente en el aire que en la cuerda, particular­
mente si la cuerda estit "acoplada" al aire mediante una caja de resonancia. La efi­
cicncia dcl acoplamiento al aire es diferente para diferentes arm6nicos. 

Si f(t) representa !a presi6n dcl airc en funci6n de! ticmpo para una nota musi­
cal lcomo la de la figura 50-I(b)l, entonces esperamos que se pueda escribir f(t) 
como suma de un cierto nUmero de funciones arm6nicas simples de! tiempo -como 
cos 1,1f- para cada una de las diversas frecuencias arm6nicas. Si el periodo de la vi­
braci6n es 7', la frecuencia angular fundamental serit w """"' br IT y los arm6nicos 
serii.n 2t.1. 31,J. etc. 

Hay una pequeiia complicaciOn. Para cada frecuencia podemos esperar que las 
fases iniciales no serii.n necesariamente las mismas para todas las frecuencias. Por lo 
tanto deberiamos usar funciones como cos (rot +- ¢). Sin embargo, es mits sencillo 
usar en su !ugar funciones seno y coseno para cada frecuencia. Recordemos que 

cos(wl +rt>)= (cosq)coswt - senqisenwt) (50.l) 
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y como ¢ es una constante, cualquier oscilaciOn sinusoidal de frecuencia w se puede 
escribir como suma de un tfrmino con cos wt y otro tCrmino con sen wt. 

Concluimos, entonces, que cualquier funciOn f(t) periOdica con periodo T se 
puede escribir matemiticamente en la forma 

f(t) = ao 
+ a 1 cos wt+ b 1 senwr 

+ a2 cos2wt + b2 sen2wt 

+ a3 cos3wt + b 3 sen3wt 

+. + .. (50.2) 

donde w = 2n IT y las a y b son constantes numi:ricas que nos dicen cu:lnto de 
cada oscilaciOn componentc esti presente en la oscilaciOn/(t). Hemos puesto el ter­
mino a0 de "frecuencia cero" para que nuestra formula sea completamente general, 
aunque corrientemente es cero para una nota musiC:aL Representa una desviaciOn 
de! valor promedio (es decir, el nivel "cero ")de la presiOn de sonido. Con e1 nuestra 
fOrmula se puede aplicar a Cualquier caso. La igualdaJ de la ecuaci6n (50.2) estti. 
representada esquemiticamente en la figura 50-2. (Se debe escoger convenientemente 
las amplitudes an y bn de las funciones armOnicas.- Est:'tn mostradas esquem:'ttica­
mente y sin una escala particular en la figura.) La serie (50.2) se llama serie de Fou­
rier def(t). 

""h~ '' = .b_ f\h ,• 
+ ·~. •'·f'=-· 
+ ·w-· + tvv-· Fig. 50-2. Cualquier funci6n peri6dica 

f(t) es igual a una suma de funciones arm6-
nicas simples. 

Hemos dicho que cualquier funciOn periOdica se puede construir de este modo. 
Deberiamos corregir eso y decir que cualquier onda de sonido, o cualquier funci6n 
de las que ordinariamente encontramos en lisica se puede construir mediante ta! 
suma. Los matem:'tticos pueden inventar funciones que no se pueden construir a 
partir de funciones armOnicas simples -por ejemplo, una funci6n que tiene una 
"vuelta hacia atras··-. jde modo que tiene dos valores para a!gunos valores de t! 
No tenemos pvr quC preocupamos de esas funciones aqui. 

50-3 Timbre y consonancia 

Ahora estamos en condiciones de describir que es lo que determina el "timbre" 
de una nota musical. Es la cantidad relativa de los diversos arm6nicos -los valores 
de las a y b-. Una nota con el primer arm6nico solamente es una nota "pura ". Una 
nota 
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con muchos arm6nicos fuertes es una nota "rica ".Un violin produce una proporci6n 
de arm6nicos diferente de la que produce un oboe. 

Podemos "fabricar" diversas notas musicales si conectamos diversos "oscilado­
res" a un altoparlante. (Un oscilador produce corrientemente una funci6n arm6nica 
simple casi pura.) Deberiamos escoger las frecuencias de los osciladores de manera 
que sean "'' 2w, 3w, etc. Ajustando entonces el control de volumen de cada osci­
lador, podemos aiiadir cualquier cantidad que deseemos de cada arm6nico -y por 
consiguiente producir notas de diferente timbre-. Un 6rgano elOCtrico trabaja de un 
modo parecido. Las "teclas" seleccionan la frecuencia de\ oscilador fundamental 
y las "clavijas" son Haves que controlan la proporci6n relativa de los arm6nicos. 
Usando estas Haves se puede hacer que el 6rgano suene como una flauta, un oboe 
o un violin. 

Es interesante que para producir tales notas "artificiales" necesitamos sola­
mente un oscilador para cada frecuencia -no necesitamos osciladores separados 
para las componentes seno y coseno. El oido no es muy sensible a las fases relati­
vas de los arm6nicos. Presta atenci6n principalmente al total de las partes seno y co­
seno de cada frecuencia. Nuestro anaJ.isis es mils exacto de lo necesario para ex­
plicar el aspecto subjetivo de la mUsica. Sin embargo, la respuesta de un micr6fono 
o de cualquier otro instrumento fisico si depende de las fases y nuestro anaJ.isis com· 
pleto se puede necesitar para tratar tales casos. 

El "timbre" de un sonido hablado tambii:n determina los sonidos de vocales que 
reconocemos en e! lenguaje. La forma de la boca determina !as frecuencias de los 
modos naturales de vibraci6n del aire en la boca. Algunos de estos modos se ponen 
en vibraci6n mediante las ondas de sonido provenientes de las cuerdas vocales. De 
manera que las amplitudes de algunos de los arm6nicos del sonido se aumentan res­
pecto a otras. Cuando cambiamos la forma de nuestra boca, damos preferencia a 
arm6nicos de frecuencias diferentes. Estos efectos cuentan para la diferencia cntre un 
sonido "e-e-e" y un sonido "a"a-a ". 

Todos sabemos que un sonido vocal particular -"e-e-e'', digamos- alm "suena 
coma" la misma vocal, ya lo digamos (o cantemos) en un tono alto o bajo. De! me­
canismo que describimos, esperariamos que se acentuasen frecuencias particulares 
cuando colocamos nuestra boca para una "e-e-e" y que no cambiasen cuando nos­
otros cambiamos el tono de nuestra voz. Asi, la relaci6n de Jos arm6nicos importan­
tes al fundamental -esto es, el "timbre.,_ cambia cuando nosotros cambiamos el 
tono. Aparentemente el mecanismo mediante el cual reconocemos el lenguaje no se 
basa en relaciones arm6nicas especificas. 

l.Que diriamos ahora acerca de! descubrimiento de Pitilgoras? Comprendemos 
que dos cuerdas semejantes con longitudes en la proporci6n de 2 a 3 tendriln fre­
cuencias fundamentales en la proporci6n de 3 a 2. Pero, l,por quC deberian "sonar 
agradable" juntas? Quizils deberiamos buscar la explicaci6n en las frecuencias de los 
arm6nicos. El segundo arm6nico mils bajo de la cuerda mils corta tendril igual fre­
cuencia que el tercer arm6nico de la cucrda mils larga. (Es fiicii demostrar ---0 creer~ 

que una cuerda pulsada produce con mucha intensidad los diversos armOnicos mils 
bajos.) 

Quizils deberiamos dar !as siguientes reglas. Las notas son consonantes cuando 
tienen arm6nicos de la misma frecuencia. Las notas son disonantes si sus arm6nicos 
superiores tienen frecuencias cercanas, pero lo bastante separadas para que haya 

50-5 



pulsaciones ni.pidas entre las dos. Por que las pulsaciones no suenan agradab!es y 
por que los unisonos de los arm6nicos superiores suenan agradables es algo que no 
sabemos definir o describir. No podemos decir a partir de este conocimiento de lo 
.que suena bien, Jo que deberia, por ejemplo, oler bien. En otras palabras, nuestro co­
nocimiento de ello no es algo mils general que el aserto de que cuando estin al uni 
sono, suen~ ?ien. No nos permite deducir nada mils que las propiedades de la ar-

Es filcil comprobar las relaciones armonicas que hemos descrito mediante algu­
nos experimentos sencillos con el piano. Llamemos a las trcs do sucesivos par la mitad 
del teclado dop do2, do1, y a las sol inmediatamente superiore~, sol]> sol2, so! 1. En­
tonces tendremos kls frecuencias relativas fundamentales como sigue: 

do 1-2 sol 1- 3 

do 1-4 sol 2- 6 

do3-8 ~;0!3· l 2 

Estas relaciones arm6nicas se puc<len dcinostrar en !a ~iguiente forma: Supongan 
que presionamos do2 despacio -de esa manera no suena, pero hacemos que el amor­
tiguador se levante-. Si entonces hacemos sonar do 1 producmi su fundamental pro­
pio y algunos armCmicos secundarios. El segundo armOnico pondni. en \'1braci6n las 
cuerdas de dor Si soltamos do 1 (presionando alm do2) el amortiguador drtendrii la 
vibraciOn de las cuerdas de dop y podemos 01r (suavemente) la nota do 1 que sc va 
apagando. De un modo semejante, cl tercer armlmico de do 1 puede causar una v1bra­
ci6n de sol2' 0 el sexto de do 1 (haciendose ahora mucho mils debil) puede ocasionar 
una vibraciOn de! fundamental de sol 3• 

Se obtiene un resultado algu difcrente ~1 presiunamos. 
mos sonar do2• E! tercer armOnico de do 1 

so!P por lo que solamente se cxcitar<'i el cuarto 
escuchamos de cerca) el sonido de sol3 jque 
que hcmos apretado! Es facil imaginar otras con'b;narnme" 

Podemos seiialar de paso quc la escala mayor 
diAnte la condiciOn de que los Ires acordes mayores 
re) rcpresenten cada uno secuenc1as de notas con la 
Estas relaciones -ademits de! hecho de que una 
ne la relaci6n l :2- determina la esca!a total para caso 
se llama ··entonaci6n justa ··. Los instrumentos de teclado 
nan usualmente asi, pero se hace un poco de ··fraude .. para 
aproximadameme corrcctas para todos los posiblcs tono~ 
esta afinaci6n, que se llama "templado". la octava (atin 1 
los iguales para los cua!cs la relaciOn de frecuencia es ya no t1e­
ne la relaciOn de frecuencia 3, 2, sino 27 1 ~ = I 499, que aparentemente e~ ba~tante 
aproximada para la mayoria de los oidos. 

Hcmos establecido una regla de consonancia en 
armOnicos. i,Es qui1its esta coinc1dcncia la raz011 de quc 
tes? Un invcstigador ha sostenido que dos -notas 
mente para estar libres de armOnicos- no 
sonancia cuando 
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las frecuencias relativas estlin colocadas en o cerca de las relaciones esperadas. 
(Tales experimentos son dificiles porque es dificil fabricar notas puras por motivos 
que mils adelante veremos.) Alln no podemos estar seguros de si el oido estii. aparean­
do arm6nicos o hacienda aritmf:tica cuando nosotros decidimos que nos agrada un 
sonido. 

S0-4 Coelicientes ~e Fourier 

Volvamos ahora a la idea de que cualquier nota --esto es, un sonido peri~dico­
se puede representar mediante una combinaci6n apropiada de arm{micos. Querria­
mos demostrar c6mo podemos encontrar que cantidad se requiere de cada arm6ni­
co. Es f.icil, naturalmente, calcular j(t) usando la ecuaci6n (50.2), si se nos da 
todos los coeficientes a y b. La cuesti6n es ahora: si se nos daf(t), (.c6mo podemos 
conocer cu.iles deberian ser los coeficientes de los diversos tCrminos arm6nicos? 
(Es f<'iciJ hacer una torta siguiendo una reccta; pero, (.pod~mos escribir la receta si 
se nos da la torta ?). 

Fourier descubri6 que en real id ad no era muy dificil. El tfamino a0 es fiicil. Aca­
bamos de decir que es justamente el valor promedio de f(t) en un periodo (desde 
t = 0 hasta t = n. Podemos ver que esto es realmente asi. El valor medio de una 
funci6n seno o coseno sobre un periodo es cero. Sohre dos, o tres, o cualquier nU­
mero entero de periodos, tambifo es· cero. Por lo que el valor medio de todos los 
tfrminos de! segundo miembro de la ecuaci6n (50.2) es cero, excepto para a0• {Re­
cuerden que debemos tomar r11 = 2n /T.) 

Ahora bien, el promedio de una suma es la suma de los promedios. Por lo que el 
promedio de j(t) es solamente el promedio de a0 • Pero a0 es una constante, por lo 
que su promedio es justamente su valor. Recordando ta definici6n de promedio, te-

ao = ~ iT f(t) dt. (50.3) 

Los otros coeficientes son solamente un poquito m.is dificiles. Para encontrarlos 
podemos usar un truco descubierto por Fourier. Supongan que multiplicamos los 
dos miembros de la ecu.aci6n (50.2) por alguna funci6n arm6nica -por cos 7wt di­
gamos-. T enemas entonces 

/(1) cos 1wt = a 0 ·cos 1wt 

+ a 1 cos wt· cos 1wt + b 1 sen wt· cos 1wt 

+ a2 cos 2wt ·cos 1wt + b 2 sen 2wt cos 1wt 

+· +· 
+ a7 cos 1wt cos 1wt + b1 sen1wt cos 1wt 

+· +· (50.4) 

Ahora, promcdiemos ambos miembros. El promedio de a0 cos 1wt sabre el tiempo 
T es proporcional al promedio de un coseno sabre 7 periodos enteros. Pero esto es 
justamente cero. El promedio de casi todos los tf:rminos restantes tambilin es cero. 
Consideremos el 
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