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50-1 Tonos musicales

Se dice que Pitagoras descubri6 que cuando se hace sonar a la vez dos cuerdas
similares bajo la misma tension y diferentes solo en longitud, dan un efecto que es
agradable al oido si las longitudes de las cuerdas estan en proporcion de dos nu-
meros enteros pequefios. Si las longitudes son como uno es a dos, corresponden
entonces a la octava en musica. Si las longitudes son como dos es a tres, correspon-
den al intervalo entre do y sol, que se llama una quinta. Estos intervalos se aceptan
generalmente como acordes que suenan “agradable”.

Pitagoras se impresiono tanto con este descubrimiento que lo hizo la base de una
escuela —se llamaron pitagoricos— que tuvo creencias misticas en los grandes pode-
res de los numeros. Se creyo que algo parecido se encontraria en los planetas
—o “esferas”—. Algunas veces oimos la expresion: “la musica de las esferas™. La
idea fue que habria algunas relaciones numéricas entre las orbitas de los planetas o

entre otras cosas en la La gente cree que esto fue solamen-
te una especie de supcrsucuon mamemda por los gnegos Pero, ies esto tan diferente
de nuestro interés ci n las de Pi-

tagoras fue el primer cjemplo. fuera de la geometria, de una relacmn numérica en la
naturaleza. Debe haber sido muy sorprendente el descubrir de repente que habia un
hecho de la naturaleza que involucraba una relacion numérica sencilla. Si
didas de longitudes dieron una prediccion de algo que no tenia conexion aparente
con la geomc'.na —la p: de sonidos agradables—. Este con-
dujo a la extension dc que quizas una buena herramienta para la comprension de la
naturaleza seria el analisis aritmético y matematico. Los resultados de la ciencia mo-
derna justifican este punto de vista.

Pitagoras solamente pudo haber hecho su descubrimiento mediante una observa-
cion experimental. No obstante, este aspecto importante, parece no haberle impresio-
nado. De lo contrario, la fisica hubiera tenido un comienzo mas temprano. (jSiempre
;s géc'i)l reconsiderar lo que alguien ha hecho y decidir lo que ¢l deberia haber

echo!
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Fig. 50-1. Presion en funcion del tiempo para (a) un ruido, y (b} una nota musical.

Podemos observar un tercer aspecto de este interesante descubrimiento: que el
descubrimiento tiene que ver con dos notas que suenan agradable al oido. Podemos
preguntarnos si nosotros hemos avanzado mas que Pitagoras en la comprension de
por qué solo ciertos sonidos son agradables al oido. La teoria general de la estética
no esta probablemente mas adelantada ahora que en el tiempo d= Pitagoras. En este
descubrimiento de los gnegos los tres relacio-
nes matematicas y estética. La fisica ha tenido un gran adelamo solamente en las
dos primeras partes. Este capitulo tratara sobre nuestra comprension actual del des-
cubrimiento de Pitagoras.

Entre los sonidos que oimos hay una clase que llamamos ruido. El ruido corres-
ponde a una especie de vibracion irregular del timpano producida por una vibracion
irregular de algin objeto cercano. Si hacemos un diagrama para indicar la presion
del aire en el timpano (y, por lo tanto, el desplazamiento del mismo) en funcion del
tiempo, la grafica que corresponde a un ruido puede parecerse a la que representa
la figura 50-1(a). (Tal ruido podria corresponder aproximadamente al sonido de un
zapatazo.) El sonido de la muisica tiene un caracter diferente. La musica se caracte-
riza por la presencia de fonos mas o menos prolongados —o “notas™ musicales—.
(jLos instrumentos musicales también pueden hacer ruidos!) El tono puede durar
un tiempo relativamente corto, como cuando se presiona una tecla en un piano, o se
puede prolongar casi indefinidamente, como cuando un flautista mantiene una nota
larga.

;Cual es el caracter especial de una nota musical desde el punto de vista de la
presion en el aire? Una nota musical difiere de un ruido en que hay una periodicidad
en su grafica. Hay una cierta forma irregular de la variacion de presion del aire con
el tiempo y la forma se repite una y otra vez. La figura 50-1(b) muestra un ejemplo
de funcion presion-tiempo que corresponderia a una nota musical.

Los misicos hablan corrientemente de un tono musical en términos de tres ca-
racteristicas: intensidad, tono y “timbre™. La “intensidad™ corresponde a la mag-
nitud de los cambios de presion. El “tono™ corresponde al periodo de tiempo para
una repeticion de la funcion basica de presion. (Las notas “bajas™ tienen periodos
mas grandes que las notas “altas™.) El “timbre™ de una nota tiene que ver con las
diferencias que somos capaces de oir entre dos notas de la misma intensidad y tono.
Un oboe, un violin, y una soprano se pueden distinguir aun cuando den notas del
mismo tono. El timbre tiene que ver con la estructura del diagrama que se repite.

accionamos la cuerda tirando de ella y el estara
determinado por los movimientos de las ondas que hemos producido. Sabemos que

Consid un el somdo ido por una cuerda vibrante. Si
1
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estas ondas viajaran en ambas direcciones y que se reflejaran en los extremos. Iran
hacia adelante y hacia atras durante mucho tiempo. Aunque la onda sea muy com-
plicada, se repetira. El periodo de repeticion es justamente el tiempo T necesario
para que la onda viaje dos longitudes completas de la cuerda. Porque éste es exac-
tamente el tiempo que necesita cualquier onda, una vez que ha comenzado, para
reflejarse en cada extremo, volver a su posicion inicial y seguir en la direccion origi-
nal. El tiempo es el mismo para ondas que comiencen en cualquier direccion. Cada
punto de la cuerda volvera, pues, a su posicion inicial después de un periodo, y de
nuevo un periodo mas tarde, etc. La onda de sonido producida debe tener también
la misma repeticion. Vemos por qué una cuerda accionada produce una nota mu-
sical.

50-2 La serie de Fourier

Discutimos en el capitulo precedente otro modo de considerar el movimiento de
un sistema vibrante. Hemos visto que una cuerda tiene diversos modos naturales de
oscilacion y que cualquier clase pamcular de vibracion que se pueda originar por las
condiciones originales, se puede como una —en proporcio-
nes convenientes —de varios de los modos naturales oscilando a la vez. Encontramos

quelos modos normales de oscilacion para una cuerda tenian las frecuencias w, 2w,
Swn.... El movimiento mas general de una cuerda que ha sxdo pulsada, por lo tanto,
esta compuesta de la suma de una
@, otra a la frecuencia del segundo armonico 2w, otra a Ia del tercer armoénico 3m0,
etcétera. Ahora bien, el modo fundamental se repite cada periodo T, = 27/w,. El
segundo armonico se repite cada T, = 27 /2w,. También se repite cada T, = 2T N
después de dos de sus periodos. Analogamente, el tercer modo armonico se repite
después de un tiempo 7 equivalente a 3 de sus periodos. Vemos de nuevo por qué
una cuerda pulsada repite todo su diagrama con periodicidad 7). Produce una nota
musical.

Hemos estado hablando del movimiento de una cuerda. Pero el sonido, que es el

2} aire, es por el de la cuerda, por lo que sus

vibraciones también deben estar compuestas de los mismos arménicos —aunque no

estamos pensando ya en los modps normales del aire—. Igualmente, la intensidad re-

lativa de los armonicos puede ser diferente en el aire que en la cuerda, particular-

mente si la cuerda esta “acoplada™ al aire mediante una caja de resonancia. La efi-
ciencia del acoplamiento al aire es diferente para diferentes armonicos.

Si f(t) representa la presion del aire en funcion del tiempe para una nota musi-
cal |como la de la figura 50-1(b)|, entonces esperamos que se pueda escribir /(1)
como suma de un cierto nimero de funciones armonicas simples del tiempo —como
cos wi— para cada una de las diversas frecuencias armonicas. Si el periodo de la vi-
bracion es T, la frecuencia angular fundamental sera w = 27/T y los armoénicos
seran 2w, 3w. etc.

Hay una pequena complicacion. Para cada frecuencia podemos esperar que las
fases iniciales no seran necesariamente las mismas para todas las frecuencias. Por lo
tanto deberiamos usar funciones como cos(w! + ¢). Sin embargo, es mas sencillo
usar en su lugar funciones seno y coseno para cada frecuencia. Recordemos que

cos (wt + ¢) = (cos ¢ cos wt — sen ¢ sen wrf) (50.1)
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Yy como ¢ es una lquie ilacion si idal de fr ia w se puede
escribir como suma de un termmo €ON COs w! y Otro término con sen wl.

Concluimos, entonces, que cualquier funcion f{1) periodica con periodo T se
puede escribir matematicamente en la forma

fo =

+ aj cos wt + bysen wr

+ azcos 2wt + bysen 2wt

+ a3 cos 3wt + bjsen 3wt

+ ... +... (50.2)

donde w = 27/T y las a y b son constantes numéricas que nos dicen cuanto de
cada oscilacion componente esta presente en la oscilacion /{t). Hemos puesto el tér-
mino a, de “frecuencia cero™ para que nuestra formula sea completamente general,
aunque corrientemente es cero para una nota musical. Representa una desviacion
del valor promedio (es decir, el nivel “cero™) de la presion de sonido. Con él nuestra
formula se puede aplicar a cualquier caso. La igualdad de la ecuacion (50.2) esta
representada esquematicamente en la figura 50-2. (Se debe escoger convenientemente
las amplitudes a, y b, de las funciones armonicas: Estan mostradas esquematica-
mente y sin una escala particular en la figura.) La serie (50.2) se llama serie de Fou-
rier de f1).

+ 14N .
Fig. 50-2. Cualquier funcion periodica

f(t) es igual a una suma de funciones armoé-
+ ete. +  ete nicas simples.

Hemos dicho que cualquier funcion periddica se puede construir de este modo.
Deberiamos corregir eso y decir que cualquier onda de sonido, o cualquier funcion
de las que ordinariamente encontramos en fisica se puede construir mediante tal
suma. Los matematicos pueden inventar funciones que no se pueden construir a
partir de funciones armonicas simples —por ejemplo, una funcion que tiene una
“vuelta hacia atras™-, jde modo que tiene dos valores para algunos valores de ¢!
No tenemos por qué preocuparnos de esas funciones aqui.

50-3 Timbre y consonancia

Ahora estamos en condiciones de describir qué es lo que determina el “timbre”
de una nota musical. Es la cantidad relativa de los diversos armonicos —los valores
de las a y b—. Una nota con el primer armonico solamente es una nota “pura”. Una
nota
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con muchos armonicos fuertes es una nota “rica”™. Un violin produce una proporcion
de armonicos diferente de la que produce un oboe.

Podemos “fabricar” diversas notas i si diversos

" aun altoparlame. (Un oscilador produce corrientemente una funcion armonica

s:mple casi pura.) Deberiamos escoger las frecuencias de los osciladores de manera
que sean w, 2w, 3w, etc. Ajustando entonces el control de volumen de cada osci-
lador, podemos afiadir cualquier cantidad que deseemos de cada armonico —y por
consiguiente producir notas de diferente timbre—. Un érgano eléctrico trabaja de un
modo parecido. Las “teclas™ seleccionan Ia frecuencia del oscilador fundamental
y las “clavijas™ son llaves que relativa de los
Usando estas llaves se puede hacer que el organo suene como una flauta, un oboe
0 un violin.

Es interesante que para producnr tales notas “amf iciales ™ necesnlamos sola-
mente un oscilador para cada fr —no
para las componentes seno y coseno. El oido no es muy sensible a las fases relati-
vas de los armonicos. Presta atencion principalmente al fofal de las partes seno y co-
seno de cada frecuencia. Nuestro analisis es mas exacto de lo necesario para ex-
plicar el aspecto subjetivo de la musica. Sin embargo, la respuesta de un micréfono
o de cualquier otro instrumento fisico si depende de las fases y nuestro analisis com-
pleto se puede necesitar para tratar tales casos.

El “timbre™ de un sonido hablado también determina los sonidos de vocales que
reconocemos en el lenguaje. La forma de la boca determina las frecuencias de los
modos naturales de vibracion del aire en la boca. Algunos de estos modos se ponen
en vibracion mediante las ondas de sonido provenientes de las cuerdas vocales. De
manera que las amplitudes de algunos de los armonicos del sonido se aumentan res-
pecto a otras. Cuando cambiamos la forma de nuestra boca, damos preferencia a
armonicos de frecuencias dnfercmcs Estos efectos cuentan para la diferencia entre un
sonido “e-e-¢” y un sonido “a-a-a”.

Todos sabemos que un sonido vocal particular —“e-e-e”, digamos— ain “suena
como™ la misma vocal ya lo dlgamos (o cantemos) en un tono alto o bajo. Del me-
canismo que que se particulares
cuando colocamos nuestra boca para una “e-e-¢” y que no cambiasen cuando nos-
otros cambiamos el tono de nuestra voz. Asi, la relacion de los arménicos importan-
tes al fundamental —esto es, el “timbre™ cambia cuando nosotros cambiamos el
tono. Aparentemente el mecanismo mediante el cual reconocemos el lenguaje no se
basa en relaciones armonicas especificas.

¢Qué diriamos ahora acerca del descubrimiento de Pitagoras? Comprendemos
que dos cuerdas con | des en la de 2 a 3 tendran fre-
cuencias fundamentales en la proporcion de 3 a 2. Pero, ;por qué deberian “sonar
agradable " juntas? Quizas deberiamos buscar la explicacion en las frecuencias de los
armonicos. El segundo armoénico mas bajo de la cuerda mas corta tendra igual fre-
cuencia que el tercer armonico de la cuerda mas larga. (Es facil demostrar —o creer—
que una cuerda pulsada produce con mucha intensidad los diversos armonicos mas
bajos.)

Quizas deberiamos dar las slgulemes reglas. Las notas son consonantes cuando
tienen armoénicos de la misma fr Las notas son si sus armonicos
superiores tienen frecuencias cercanas, pero lo bastante separadas para que haya
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pulsaciones rapidas entre las dos. Por qué las pulsaciones no suenan agradables y
por qué los unisonos de los arménicos superiores suenan agradables es algo que no
sabemos definir o describir. No podemos decir a partir de este conocimiento de lo
Que suena bien, lo que deberia, por ejemplo, oler bien. En otras palabras, nuestro co-
nocimiento de ello no es algo mas general que el aserto de que cuando estan al uni-
sono_suenan bien. No nos permite deducir nada mas que las propiedades de la ar-
monia en musica.

Es facil bar las relaci onid que hemos descrito mediante algu-
nos experimentos sencillos con el piano. Llamemos a los tres do sucesivos por la mitad
del teclado do,, doz, do,, y a los sol inmediatamente superiores, sol;, sol,, sol;. En-
tonces ias relativas fund como sigue:

do,-2 sol- 3
do,-4 sol,- 6
do;-8 so0ly-12

Estas relaciones armonicas se pueden demostrar en la siguiente forma: Supongan
que presionamos do, despacio —de esa manera no suena, pero hacemos que el amor-
uguador se levante—. Si entonces hacemos sonar do, produc:ra su fundamental pro-
pio y algunos armonicos secundarios. El segundo armonico pondra en vibracion las
cuerdas de do,. Si soltamos do, (presionando aun do,) el amortiguador detendra la
vibracion de las cuerdas de do,, y podemos oir (suavememe) la nota do, que se va

De un modo el tercer armonico de doy puede causar una vibra-
cion de sol,. O el sexto de do, (haciéndose ahora mucho mas débil) puede ocasionar
una vibracion del fundamental de sol,.

Se obtiene un resultado algo diferente si presionamos sol, con cuidado y hace-
mos sonar do,. El tercer armonico de do, correspondera al cuarto armonico de
sol;, por lo que solamente se excitara el cuarto armonico de sol,. Podemos oir (si
escuchamos de cerca) el sonido de sol; jque esta dos octavas por encima del sol,
que hemos apretado! Es facil imaginar otras combinaciones para este juego.

Podemos sefialar de paso que la escala mayor se puede definir justamente me-
diante la condicion de que los tres acordes mayores (fa-la-do). (do-mi-sol) y (sol-si-
re) representen cada uno secuencias de notas con la relacion de frecuencias (4: 5: 6).
Estas relaciones —ademas del hecho de que una octava (do, —do,. si, —si,. etc.) tie-
ne la relacion 1:2— determina la escala total para el caso “ideal™, o sea para lo que
se llama “entonacion justa™. Los instrumentos de teclado como el piano no se afi-
nan usualmente asi, pero se hace un poco de “fraude™ para que las frecuencias sean
aproximadamente correctas para todos los posibles tonos de partida posibles. Para
esta afinacion, que se llama “templado™, la octava (aun I : 2) se divide en 12 interva-
los iguales para los cuales la relacion de frecuencia es (2)*/'>. Una quinta ya no tie-
ne la relacion de frecuencia */,, sino 27 '* = 1 499. que aparentemente es bastante
aproximada para la mayoria de los oidos.

Hemos ido una regla de ia en términos de la coincidencia de
armonicos. (Es quizas esta coincidencia la razon de que dos notas sean consonan-
tes? Un investigador ha sostenido que dos notas puras —notas fabricadas cuidadosa-
mente para estar libres de armonicos— no dan las sensaciones de consonancia o di-
sonancia cuando
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las frecuencias relativas estan colocadas en o cerca de las relaciones esperadas.
(Tales experimentos son dificiles porque es dificil fabricar notas puras por motivos
que mas adelante veremos.) Aun no podemos estar seguros de si el oido esta aparean-
do arménicos o haciendo aritmética cuando nosotros decidimos que nos agrada un
sonido.



